Gras O. P.S.IL 13 | EQUATIONS DE MAXWELL ET ARQS : APPLICATIONS

( N\
f Les quatre équations de Maxwell complétes a la base du chapitre

divB = 0 M. T.
. —0B
ot B = % M.F.
Celles-ci s’écrivent : | g0 F — 2 M.G.
€0

_ - OE
rotB = o <j+eo—> M.A.

ot

L J

1.\ Conditions de I’A.R.Q.S. \

Cherchons a énoncer un critere permettant de définir les conditions pour avoir le droit de faire ’approximation de

g v d aE — -
I’A.R.Q.S. qui se résume a remplacer roi B = Lo (j + EOE> par ol B = HoJ

. . . . E B
On peut raisonner sur les dimensions : pgj > €0H0T ou encore 7 > EONOT

On a donc L <« T'.
Signification concrete ? ‘ Tout phénomene de propagation est supposé quasi-immédiat |.

2. | Conséquences de ’A.R.Q.S. ‘

2.1 Loi des noeuds :
7°—m>5§ = ,uof impose donc que dz’vj' =0

2. 2 Théoréme d’Ampere
L’équation utilisée en statique garde la méme forme :
¢ B(7,t).dl = pol(t)

2.3 FAUX PARADOXE

Attention a l'utilisation de M-F et M-A :

imposer un champ E = EO coswt donne une incompatibilité avec M-F.

Il conviendra de faire tres attention avec le modele des champs Eet B pour le condensateur et la bobine. Il ne
faut pas rester & I'ordre zéro du développement et trouver E = Ey(t) 4+ E) (7, t) ainsi que B = By(t) + By (7, )
au minimum.
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2. 4 | Induction dans un conducteur : création d’un courant induit ”de Foucault”|

Un champ magnétique variable est source d’un champ électrique variable.

g —9B
ot

Le champ E est ensuite source de mouvement des électrons si un conducteur est soumis a ce champ variable
induit :
jinduit = IYE

Ces courants se répartissent dans le volume du conducteur et sont appelés "Courants de Foucault”

Avantages Utilisation dans les fours a induction et avec les plaques de cuisson a induction

Courants induits

/ Champ magnétique

= — = \/erre vitrocéramique
L —— o
Inducteur

Alimentation électrique

Application inductrielle :
mesure de I’épaisseur d’une plaque métallique passée au laminoir

a4
L.

- I ¢ e

T

Inconvénients Echauffement non recherché des pieces métalliques soumises a un champ B variable.
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? Exercice 1: Exemple d’un cylindre métallique soumis a B variable

Soit un cylindre de rayon R, de longueur ¢ et de conductivité y
B(t)

Le champ magnétique appliqué est de la forme B (t) = B(t)d, de direction fixe. On peut prendre un
cas simple comme un champ sinusoidal tel que B(t) = By coswt

On montre que E(7,t) = E(F,t)ig

Méthode 1 : calcul intégral‘

—0B
ot

en calculant le flux de TTO—%E

. = - . — =
Pour trouver I’expression de E, on utilise la relation de MF rotE =

& travers une section 772 du conducteur cylindrique :

// ol B.d25 = 95 Bl = 271 E = // 9B pg
s C s Ot

On obtient finalement :
E(7,t) = §Bow7“ sin wtiiy

- 1
et donc Jinguit(7,t) = §Bofywr sin wttig

1
La puissance volumique dissipée par effet Joule est donc p(7) = ZB§7w2r2 sin? wt

1
qui donne une valeur moyenne volumique p,,(7,t) = §B§7w2r2 échangée avec le volume d®V =
rdrdfdz.

La puissance dissipée dans le cylindre de rayon R et le longueur ¢ est donc

Py = 15 B (R
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? Exercice 2: Intérét du feuilletage des noyaux des transformateurs

Apreés avoir vu la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans un cylindre (C) de section Sy,
So

que devient cette puissance moyenne dissipée pour N conducteurs cylindriques de section Sy = N

localisés a la place du cylindre (C) initial.

Applications dans les carcasses de transformateurs

Movan massif MNovau feuillete
naissance de lzs courants ne s¢
courants de Foucault referment pas

Bobine Bobine

B : champ magnétique

? Exercice 3: Exemple d’un cylindre métallique soumis a B variable : 2éme méthode
On reprend le calcul de la méthode intégrale.
| M¢éthode 2 : utilisation du rotationne1|
On utilise 770—%E_“ = —%—? avec VA A = %%Aoz - %) Uy + (6(;? — 86ATZ> Uy + % (%(TAQ) - 6AT> U,
d(r.Ep)\ OB
or ) Tat

1
1) Montrer que — (
,

2) En déduire lexpression de Ey
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3. ‘ Bilans d’énergie, équation locale ‘

Les équations de Maxwell donnent E et B liés pour le cas dépendant du temps t. L’exemple des ondes électroma-
gnétiques (ondes lumineuses, ondes radio, etc.) est un cas classique.

Puisque les champs E et B transportent de ’énergie électromagnétique, on définira une densité d’énergie électro-
magnétique w, ce qui permettra d’aborder ensuite des bilans :

ANALOGIE :
cas du bilan de charges

d L
aQ :—#je.dS
dt )

BILAN ENERGETIQUE ELECTROMAGNETIQUE :

une énergie électromagnétique contenue dans un volume V variant entre ¢ et ¢t 4 dt
répartit sa variation entre un flux & travers la surface fermée et un transfert par
effet Joule & la matiere si elle est présente dans ce volume (n’oublions pas que E et
B n’ont pas besoin de présence de matiere pour étre présents)

4.| Vecteur de Poynting

Le vecteur densité de courant d’énergie électromagnétique est appelé vecteur de Poynting Ii. La puissance traversant

une surface donnée S est le flux de ce vecteur Ii : P = 1i.ds.

S
( )

f Vecteur de Poynting I

Le vecteur de Poynting correspond & la quantité d’énergie d*€ électromagnétique (liée & I’existence dans 1'espace
de F et B) qui traverse une surface unité par unité de temps :

3
d’op = dd—f =1.d*S
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5. ‘ Densité locale d’énergie électromagnétique ‘

En faisant un bilan pour un volume dV quelconque, la diminution de l’énergie contenue dans ce volume du fait
de la présence de E est égale a la somme de I’énergie transférée au support et de 1’énergie sortant de ce volume dV :

‘en notant w I'énergie volumique‘ ("densité d’énergie électromagnétique”),

locale du bilan énergétique.
Normales sortantes

(1)

(1) flux sortant d’énergie électromagnétique

ow

ot

divll + j.E

qui est 1’équation

(2) énergie électromagnétique £ contenue dans le volume V + énergie transmise & la matiere sous forme d’effet Joule

Démontrons 1’équation locale :

E(t) = E(t +dt) + D.dt + W joue

bilan d’énergie a I'instant ¢ bilan d’énergie a t + dt

-
£(t) E(t + dt) @dt W soute

flux sortant| Joule

On a &(t) = [[f, w(t)d®V

On a donc ®.dt + 6Wypuie = — // %—Igdtdw

Flux sortant d’énergie : ® = #
s

.d2S et énergie échangée par effet Joule : dW 41 = /// j.Edngt
v

On aboutit donc a la relation locale de conservation de I’énergie électromagnétique, dite équation de Poynting :
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Gras O. P.S.L

Pour étre plus précis, i-e pour déterminer I’expression de w en fonction de E et B, on va partir d’'une expression

“simple” & décrire : j.E.
ATTENTION : on ne fera ici aucune approximation, donc on utilise les équations de MAXWELL completes!!!
. - OE -
MA. :j= Lr_01>fB — €g—— et on remarque que dans le produit scalaire j.F on peut utiliser la formule générale

Mo
div(E A B) = rot E.B — ErotB (donnée dans les formulaires)

d 1 EABY - =
En utilisant MA pour transformer cette équation, on obtient ~ % (%EQ + 2—B2> = div ( ) +j.E
Ho

€ 1
cela montre bien le role de chaque terme : | w = EOEQ + 2—B2 est ’énergie volumique d’origine électro-magnétique
Ho

EAB
Ho

est le vecteur de Poynting.

("densité” d’énergie), et [II =

D Exercice 4: EXEMPLE de 1’énergie magnétique stockée dans une bobine
Soit une bobine cylindrique comportant n spires par metre et parcourue par un courant ¢. La ou 'on fera les
calculs, on suppose que le champ & l'intérieur de la bobine est B = pgnit, et nul a 'extérieur.

D Exercice 5: EXEMPLE de 1’énergie électrique stockée dans un condensateur
Soit une condensateur aux plaques planes (disques de rayon R grand devant la distance entre les plaques) créant

. . = o . . N .
un champ électrique F = —, supposé uniforme, sans effets de bords et nul & ’extérieur.
€0
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6. | Exemple d’application : bilan dans une résistance R, (exercice) ‘

6. 1 Position du probléeme

6. 2 Champ magnétique créé par le dipole
On considére un modele tres simplifié d’un "fil” résistif de grande longueur de telle sorte que ’on peut utiliser
les résultats du champ B créé par un fil infini :
B= g

6. 3 Vecteur de Poynting correspondant
Le champ E est suivant I’axe des z. La section du conducteur est notée S.
On peut calculer le vecteur de Poynting pour le dipoéle :

. 1 - =
II=—EAB
Ho

=
I

On obtient donc

B 27wSruT '

La puissance "rayonnée” (ici elle entre dans le dipole) est donc Pr = Ri?

7. | Exemple d’application : bilan dans un condensateur C (exercice) ‘

7. 1 Position du probléeme

Les plaques sont séparées d’une distance ¢

7. 2 Champ électrique
Le modele simplifié que 'on prend néglige les effets de bords : on a entre les plaques le champ correspondant a

—

o
E = ——1i,, et le champ est nul en dehors.
€0

7. 3 Champ magnétique
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7.4

Dans le milieu entre les plaques, f: fe =0et p = 0 dans les équations de Maxwell.

— = - OFE
tB = 0 —
i 52

Deux méthodes de résolution : (1) la résolution directe (locale) a partir de ’équation du rotationnel, car celui-ci
se simplifie bien car le courant ¢ (mis & part entre les plaques trés proches) est source d’un champ magnétique
B orthoradial du type B = B(r)ip ou (2) le passage aux expressions intégrales.

, o~ [10B. By\ . (0B, OB.\ . 1[0 OB, \ -

On obtient 7?%1? =

S| =

9 . [~ OE\ & —ol(t) .
(E(TBN) Uy = o <O+EOE> = [0 (ﬂ)a 0 uz>

On aboutit donc & B = ————1y avec o = q—.
T

Méthode (2) : on utilise le théoréeme d’Ampere pour éviter le calcul avec le rotationnel, en suivant un contour
circulaire de rayon r :

On a donc 27rB = uoeoa— X 2

t

Puissance échangée

.1 - o
On écrit |II = —F A B a la périphérie des plaques, donc en r = R, avec S = mR? :
Ho

q(t) dq .

- :
2meg SR dtu

Le flux P du vecteur de Poynting a travers la surface latérale 2w R/ est :

2

d €0S
|P| = T Qq_C puisque 'on sait que C' = =27 donc les champs créés par le circuit créent une énergie qui entre dans
la zone ”condensateur” lors de la charge d’un condensateur.
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8.| Exemple d’application : bilan dans une inductance L (exercice) ‘

On effectue le méme type de démonstration :
— Champ magnétique créé par une bobine avec n le nombre de spires par metre, en prenant I’hypothese simplifi-
catrice d’une bobine quasi-infinie : B = poni(t).

— Champ électrique associé
—-0B
ot

Il est calculé avec 7°—m>§5 =

— Vecteur de Poynting

- *rd (1
On montre que IT = —MOZ 7’% (512@)) Uy

— Puissance échangée

1
On retrouve le terme P = §Li2
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9.| Inductance propre et mutuelle

9. 1 Définitions
La loi de Biot et Savart montre que le flux de B a travers un circuit est proportionnel au courant.
On a donc ®1_,90 = Mys9.i1 et Po_1 = Moy.i9 avec Mg = Moy = M
Le signe de M est quelconque.

Dans le cas du flux propre, @11 = L1.i1 et Po_o = Lo.io

Le signe de L est positif :

9. 2 Couplage

Dans le cas de deux circuits couplés par leurs champs magnétiques respectifs, I’énergie magnétique est FE,, =
1.5 1 5 1 I
ELIZI + §L222 + §M’Ll.12 + §M712.711

1 1
E,, = z% (§L1x2 + §L2 + M:E) > 0 donc pas de racines réelles donc A < 0 donc | M? — LiLy, <0

M| < VIiLs

? Exercice 6: EXEMPLE de circuits couplés : bilan énergétique

Circuit (1) : ey générateur + Ry + L1 ; circuit (2) : Ry + Lo
A

i

QTCD i T, R
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